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MN I. Examen I

Ejercicio 1 (1.5 puntos). Dado el sistema de ecuaciones lineales

2xl + To + 3373 = 1
6I1 + axy + 101‘3 =
41’1 + 6[L’2 + 81’3 = 5

., Qué debe cumplir el parametro a para que se pueda resolver el sistema usando el
método de Gauss sin intercambio de filas?

Como este método es equivalente a la descomposicion LU, basta con que todos
sus menores principales sean no nulos.

21 =240 ‘2; — 20— 640 — a#3
2 1 3
6 a 10| =16a+40+ 108 — 120 — 120 — 48 —4a — 20 £0 —> a £ 5
46 8

Por tanto, se puede resolver siempre que a # {3, 5}.
Alternativamente, se puede siempre que a,(jﬁ) # 0. Veamos:

2 1 3|1\ , . .. 2 1 3|1
6a105%0a—312—>
4 6 8|5 ) BEBEL g 4 23
— 2 1 3 1
73 o0 a-3 1 2
F3—F3+m3 2> 0 0 2 _ %73 3 _ %
agll)—27§0

af) =2 L #40=20-6#4=a#5

Podemos ver que, efectivamente, se cumple que se puede resolver si o # {3,5}

Ejercicio 2 (2 puntos). Resuelve el sistema

0,0300x; + 58,9x2 = 59,2
9,3lxy — 6,10z = 47,0

utilizando el método de Gauss con pivote parcial y aritmética de tres digitos. Realiza
los célculos uno a uno indicando claramente el redondeo a tres digitos en cada paso.

(0,03 58,9 59,2) FlesFy (5,31 —6,10 | 47,0 ) R
531 —6,10 | 47,0 "L 003 589 |592
Fl=Fa+ma,1 Fy < 531 —6,10 | 47,0 >
my =— 205 —0,00565 0 589 |589
x2~@:1 x1%47+6,1x2%47+6,1%53,1:10
58,9 5,31 5,31 5,31
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Ejercicio 3 (1.5 puntos). Pon un ejemplo de matriz simétrica que admita facto-
rizacion de Cholesky y otra que no la admita. Justifica tu respuesta.

211 -2 11
A=11 2 1 B = 1 21
11 2 1 1 2

Una condicién necesaria y suficiente para que una matriz admita factorizacién
de Cholesky es que sea simétrica y definida positiva. Como A y B son simétricas,
una de ellas debe ser definida positiva y la otra no.

Es facil ver que A es definida positiva, ya que:

2 1
2] =2 ‘1 2‘:3 |Al=10—-6=4
Por tanto, A si admite factorizacién de Cholesky. Sin embargo, B no es definida

positiva ya que su menor principal de orden 1 es negativo, por lo que B no admite
factorizacion de Cholesky.

Ejercicio 4 (1.5 puntos). Se considera una norma vectorial || - || en R™ y la
correspondiente norma matricial inducida || - ||. Dada una matriz cuadrada regular
S de orden n, se define la norma vectorial || - ||s por:

[|z]]s = [|S]]

1. Prueba que asi definida es una norma en R"

» ||z]||s = ||Sz|| > 0 por ser || - || una norma vectorial. Ademads, se com-
prueba que ||z||]s =0 <= 2 =0

|z]]ls =0 <= ||Sz|| =0<= Sz =0<=2=5""1-0=0
= |lex|ls = |[S(ca)|| = [[e(Sz)|| = || - ||Sz]| = [e] - [|=]ls
[z +ylls = [[S(x + y)l| = [|Sz + Sy|| < [|Sz[| + [|Syl| = [|=|ls + [[yl]s

2. Prueba que la norma matricial inducida es

14]]s = [|SAS™|
Demostracion.
Azl [19A] [[SASTES ]|
|A||s = méx = max =max ————— =
20 ||zlls a0 |[Sz||  ar0 [|Sz]
x AS—!
O g 154852l _ 1451
2% isal]

Donde en (%) he usado que, por ser S regular,
{z eR" |2 #0} ={z € R" | Sz # 0}

Como ambos conjuntos son los mismos, el maximo se alcanzard en el mismo
valor. 0
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3. Sidenotamos por £(A) y ks(A) el nimero de condicién de la matriz A respecto
de las normas || - || y || - ||s respectivamente, prueba que:

ks(A) < K(S)%k(A)
Demostracion.
ks(A) = [|Al|s||A7Y|s = [[SAST!| - [|[SAT'STH| <
< ISIPISTHPIAIATY] = £(S)*k(A)

]

Ejercicio 5. [3 puntos] Dadas las matrices

(=2 12 (8
(e ) ()
se pretende resolver el sistema Ax = b.

1. ;Se puede garantizar la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel?
Justifica la respuesta.

Si, ya que la matriz A es EED.D., yaque 2> 1/2y 2> 1/2.

Alternativamente, y solo para el caso del método de Jacobi, se demuestra de
manera general.

La matriz de descomposicién del método de Jacobi es:

a-p= (7 5 )=-u

Por tanto, el sistema de punto fijo de Jacobi x = Bjx + ¢ tiene como B a la
matriz:

BJ:I—Q1A=I+%A:”(—_1}4 1—/il):(—?/‘l 164)

Por tanto, como ||B,||; < 1 = este método iterativo converge.

2. Escribe las ecuaciones de los métodos y realiza dos iteraciones del método de
Gauss-Seidel partiendo de z(® = (0, 0).

Las ecuaciones del método de Jacobi son:

5’““) = — —%xék) + 8) = %xék) —4

T
a0 = = (3ol +32) = ~ 1ol — 16

N—= D=
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Las ecuaciones del método de Gauss-Seidel son:

{ x(1k+1) _ ixgk) 4

xngrl) _ _imgkﬂ) _ 16

Realizamos ahora dos iteraciones del método de Gauss-Seidel:

B2 | 2

Zy Lo

0] 0 | 0
1| —4]-15
31 225
21-7 1%

3. Se propone el método iterativo

2 = (I —wA)z®™ + wb
Prueba que para w = —% el método converge a la solucion del sistema pa-
ra cualquier valor inicial (9. ;Que debe cumplir w para que el método sea
convergente? Indica algiin otro valor para el que asi sea.

2
Proga(A) = N = (24 dw)A + (1 + 2w)* + MZ
Los valores propios de dicha matriz son:

2
)\E]R|)\2—(2+4w))\+(1+2w)2+%:0

L 244w £ /(24 4w)? — 4(1 + 2w)? — w?
B 2

2+ dw £ 1/ 22(1420)? 41 +20)7 — w?
- 2

A

:1+2wi%i:1+2wigi

Por tanto, los valores propios son: {1 + 2w £ %z} Para que el método iterativo
converga, necesitamos que

méx{‘l—i—Zw—i—%i

,‘1+2w—%2”}<1

Como |1 + 2w — %z! = ‘1 + 2w + %’z}, la inecuacién a resolver es:

2

2
’1—1—2@0—%}@' <1<:>\/(1+2w)2+%<1<:>1+4w+4w2+%<1<:>

<:>w<4—l—4w+%> <0
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Esta ultima desigualdad se cumple solo si uno de los dos términos es negativos.

w 17 —16
4+ 4 — =44 — —
w<0 —I—w+4 +4w<0<:>w< T

Por tanto, el método iterativo converge si:

16
——.0
we] 17 [



